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Ein wesentlicher Punkt bei dem Aufbau der Iwasawa-Theorie [l] ist, 
da0 eine Strukturtheorie fur endlich erzeugte Moduln iiber dem Ring 
Z,[[n der formalen Potenzreihen uber den ganzen p-ad&hen Zahlen L, 
zur Verfugung steht. Beim Beweis des Struktursatzes trifft man auf das 
Problem zu zeigen, da13 reflexive Moduln iiber Z,[Y’J bereits frei sind. Mit 
Hilfe homologischer Methoden 1aBt sich dieses Problem schnell l&en, siehe 
[2]. Fur das Verstandnis wird damit jedoch auf einen sehr ausgedehnten 
Apperat verwiesen! Der Ausgangspunkt fur die vorliegende Note ist nun, 
die Freiheit reflexiver Z,[a-Moduln auf eine direkte, einfache und ein- 
sichtige Weise zu beweisen. Die angegebene Methode geht sogar dariiber 
hinaus und liefert eine Charakterisierung freier Moduln iiber regularen 
lokalen Ringen beliebiger Dimension. Die benutzten Tatsachen iiber diese 
Ringe finden sich etwa in [3, VIII, Sect. 111. Will man den Beweis jedoch 
nur fur Z,[q anwenden, so braucht man nur zu wissen, daB Z,,[q und 
Z,[7J/(p) (z S,[a) lokale Integritgtsbereiche sind und da13 IF,[~ zusatz- 
lich ein Hauptidealring ist. (Statt Z,[a/(p) lieBe sich such etwa 
Z,[ZJ/( T) r Z, betrachten.) 
SATZ. Sei A ein reguliirer lokaler Ring der Dimension n, 2 <n < co 
(P 1 ,-.., Pn ) eine regubre Folge in A und p 0 := 0. Dann sind ftir einen endlich 
erzeugten A-modul M iiquivalent: 
Mod(;) Fiir i = 0 ,..., n - 2 ist M/(pO ,..., pi) M ein rejlexiver A/(pO ,..., p,)- 
9 
(ii) M ist ein freier A-Modul. 
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Inbesondere ist also fur n = 2 jeder endlich erzeugte reflexive Modul frei. 
Beweis. (ii) * (i): trivial. (i) * (ii): 
LEMMA. Sei p E A ein Primelement und M ein rejlexiver A-A4odu1, dann 
ist M/pM ein torsionsfreier A/( p)-Modul. 
Beweis. Da A/(p) integer ist, ist fur jeden Modul M der (A/(p))-Modul 
Hom,(M, A/(p)) torsionsfrei. Da A integer ist, ist die kanonische 
Abbildung Hom,(M, A) @ (A/(p)) + Hom,(M, A/(p)) injektiv, also ist 
such Hom,(M, /1) 0 (A/(p)) torsionsfrei. Die Behauptung folgt wegen 
M= Hom,(M*, A) fur reflexive M mit M*:= Hom,(M, /i). 
Sei jetzt M ein A-Modul, fiir den (i) erfiillt ist. Insbesondere ist M 
reflexiv, also Untermodul eines freien Moduls und daher ist die Mul- 
tiplikation M -+.“I A4 injektiv. Wahlt man eine Surjektion cp: A’ + M mit r 
minimal, so erhalten wir ein kommutatives Diagram mit exakten Zeilen: 
O- A’ ‘PI Ar - (MPI)Y- 0 
I9 I9 I@ 
‘PI 
O-M- M - M/p,M-0. 
Angenommen, M/p, M ist ein freier (A/(p,))-Modul, dann hat er nach dem 
Lemma von Nakayama ebenfalls den Rang r, und die Surjektion @ ist 
notwendig ein Isomorphismus. Nach dem Schlangenlemma ist dann die 
Multiplikation mit p1 auf ker(cp) surjektiv. Eine erneute Anwendung des 
Nakayama-Lemmas liefert ker( cp) = 0. 
Zu zeigen bleibt, da13 M/p,M ein freier (A/(p,))-Modul ist. 1st n = 2, so 
ist A/(p,) ein Hauptidealring und die Behauptung folgt aus obigem 
Lemma. 1st n > 2, so schliegt man mit Induktion angewendet auf M/p, M 
und den (n - 1 )-dimensionalen regularen lokalen Ring A/(p, ) mit der 
Fob (Pi,..., P,,). 
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